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On dimontre ici une conjecture de Chowla et Walum concernant une 
gKxalisation du probl6me des diviseurs de Dirichlet: pour tout entier k 2 1, 
En G d; nkBk + t (x/n) = Of.+ + i’). p’ 1985 Academic Press. Inc. 
1. INTRODUCTION 
1.1. Le probleme des diviseurs de Dirichlet consiste a estimer la 
fonction A, definie pour tout x 3 1 par 
d(x)= 1 1-.uL0g.X-(2y-l)x, 
mn<r 
ou bien, ce qui est equivalent, a trouver l’ordre de grandeur de l’expression 
C,,<,A B,(x/n), cf., par exemple, (I 1, (equation (lo)]. Soit 0 la borne 
inferieure des nombres reels c1 tels que 
d(x) = 0(x2). 
La valeur exacte de 0 n’est pas connue; on sait seulement que E2-43: 
+g, 
et I’on conjecture que 8 vaut en fait a. 
Plus generalement, S. Chowla et H. Walum ont conjecture Cl], que, 
pour tout couple (k, Y) E N x N * et tout E > 0, 
C ; =~(XWW4+~), nkBr 
nc,r; 0 
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L’objet de cet article est d’etudier la conjecture de Chowla et Walum 
darts le cas od r = k + 1 et de demontrer le theoreme suivant: 
TH~OR~ME 1. Pour tout entier k 3 1, 
= 0(x k/2 + l/4), (2) 
2. DEMONSTRATION 
2.1. La demonstration repose essentiellement sur deux lemmes: le 
premier, du a Voronoi’, est la generalisation de l’estimation suivante, &ape 
essentielle dans la demonstration de Chowla et Walum: 
i‘ -Id I d(t) dt 2+ qx3/4); 
et le second, consequence du premier, utilise l’identite 
7, = im*im = im(Z*Z) (mb 1). 
(Rappelons que r,(n) = n’?(n).) 
(3) 
LEMME 1 (Vorono’i, [ 5, p. 2171). Soit k un entier > 1. La fonction 
analytique 
reprtbente la fonction numhique (Pk difinie par 
cpk(x) = C r(n) 9 
?I < Y 
avec une erreur dont l’ordre ne surpasse pas celui de la fonction .xklZ + ‘14. 
LEMME 2. Soit k un entier 3 1. On a regalit&: 
/go (-l)‘(;)x’&,(x)=(-l)k s Log.x+2y-k$ ‘) 
n=I n 
+0(x k/2 + l/4 ). 
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Dt;monstration. L’identitC (3) permet d’hcrire: 
= c z(n)(n -X)k 
n < x 
j. (-l)‘(7) 
xlD,-,(x) = (- 1y k!qok(.X). (5) 
Utilisons maintenant le lemme 1 pour calculer la partie principale de 
(Pk(X). 
Dune part, on a la suite d%galitts suivante: 
s 0 
Remarquons que, dans le calcul prCcCdent, on a utilid les deux identith 
suivantes: 
et 
Pour obtenir ces identitb, on part de l&alit& 
be@) xk-j=(l +x)k, 
qui par integration donne: 
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Cette Cgalite permet d’obtenir dune part la premiere identite (en faisant 
x = - 1 ), d’autre part, en divisant les deux membres par x puis en integrant 
de nouveau, l’egalite suivante: 
(t+ ly+‘- 1 
t(k+ 1) 
=‘i (x+ l)‘+‘-1 
k+f i=. j+l . 
On obtient alors la second identite en faisant x = - 1. Par consequent: 
D’autre part, en tenant compte des valeurs de la fonction [ [6, p. 531; [7, 
p. 8071 
i(O)= -i=b, 
(*Bl) [(l-2n)= -$, 5(-2n)=O, 
Ainsi: 
If suflit ensuite d’utiliser l’identite (5) pour obtenir la relation cherchee (4). 
2.2. On se sert Cgalement, dans la demonstration du theoreme, des 
estimations suivantes: 
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LEMME 3. Pour tout entier m 2 1 et tout nombre rfkl u Z 1, on a: 
n;u;=LOgXfY- f (~-')y"))+o(-&) (7) 
j=1 
c P=m! g (-1)-+1-j; Pw+li((U})-~. (8) 
n<u j=O 
Ces deux relations peuvent se demontrer a I’aide de la formule sommatoire 
de Sonine (gentralisation de la formule d’Euler et Maclaurin) [2, p. 465; 6, 
Chap. XI; 8, p. 141. Soit f une fonction num~~que admettant dans un 
intervalle [ 1, u] des dtrivees continues jusqu’a l’ordre m + 1 (m 3 1); on a 
1’Cgalitt: 
C .f~ni=~lw.f~x)dx+~~o tpi)j+’ (pj+,({u))fci)(u)-Pj+l(l)f"'(l)) 
n<u 
+(-1)” jlW B,+,(x)f’“+“(x)dx. 
En prenant f(n)= l/n (n> l), on obtient: 
m Pj+l(("f)J l Logu- c m bj+l Ml+1 +-+ c - 
j=O 2 j=,i+l - s Q,+dx)(m+ V dx 1 Xm+l 
En tenant compte de la valeur de y: 
?=A+ f  bj+l 
- - (m+ l)! Srn ylx dr ,  
2 j=,j+l 1 
et de l’estimation: 
on obtient la relation (7). 
En prenant f(n) = n” (n > l), on obtient: 
C n.‘=X~~~‘+j~O (-l)j+l& (pj+,((,))um-j-pj+l(l)) 
n<u 
WI+1 
=m! ,;o (-1)“+‘-‘~ Pm+l-j({")) 
m+l 
-m! 1 (-l)m+l-i ‘m+)-A’). 
j=O 
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On obtient la relation (8) en remarquant que: 
m+l 
m! C (-1),+1-j P m+l-j(l) 1 m+l 
j=O j! 
=- c b,+j(m;l)=$$. 
m+l ,=o 
2.3. Enfin la dttmonstration utilise les rtsultats techniques suivants, 
regroup& dans un mCme lemme (l’auteur de p&end pas A son originalit&, 
ni d’ailleurs A celle du lemme pr&Cdent): 
LEMME 4. (1) Soient (fk)kaO et (g,),,, deux suites de fonctions de R 
dans R telle que, pour tout nombre riel x, 
f/Jx)= &+ (-lppJ; x’g,-j(X) (VkE N*). 
j=O 
Aiors: 
gk(x)=y+’ i c-l,‘(k)xyk&,(s). 
I=0 1 
(2) Soient k et c deux nombres entiers vt+$ant: 
Alors: 
kbl et Odcdk. 
,co (ly&~(-l)’ 4W!~ 
(k+ l)! 
(3) Soient k, c et cl trois nombres entiers vh$iant: 
l$cdk, 1 6 c’ 6 k, c + c’ > k. 
Alors: 
(9) 




=[co ,-ly(;)x/ i (-l)‘~x’-‘g,~,(x) 
c=/ 
= 2 (-l)‘x’$&.(x) i: (-1)’ ; 
C=O I=0 0 
= k!g,(x). 
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(2) Pour demontrer la relation (9), il suffit de remarquer que les deux 
membres de l’tgalite sont Cgaux a l’inttgrale I,!, xkpC(x - 1)’ dx. En effet, 
dune part: 
jd x”(x-l)‘dx=j; ,cO (-l,(j)x*‘dx= i (-I)‘&, 
I=0 
d’autre part, cette inttgrale, en integrant c fois par parties, vaut: 
c! (k-c)! 
(k+l)! 
(3) On remarque que l’on peut supposer: CGC’. Pour demontrer la 
relation (lo), il suffit de demontrer que 
,co (-I)‘(;) c!;);(;!~2i)!=o~ (10’) 
Si c’ = k, le membre de gauche de (10’) vaut 
; f (-l)$)=O, 
. I=0 
Si c’ <k, le membre de gauche de (10’) vaut 
,go (-l)(T) 
(k-I)(k-I- l)...((k-I)-(k-c’- 1)). 
11 est done egal a la dtrivee (k - c’)ieme en 1 de la fonction 
Cf=o(-l)‘(;)Xk-‘=Xk-c (x - 1)‘. Or la derivte nieme de cette fonction 
est nulle en 1 si n < c. Comme k < c + c’, on a bien f’“- “)( 1) = 0. 
2.4. DPmonstration du thtort?me. Dans tout ce qui suit k est un entier 
b 1 tixc. 
On part de la relation suivante (ou x est un nombre reel > 1): 
1 mknk=2 1 
mn<.r m<J; mk(,2,, nkHmfi; mk12. 
On utilise maintenant l’estimation (8) du lemme 3: 
k+l 
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c4= -2 c 
I=0 
=2(-1)k 





Posons, pour UB 1, k! xr=, ( -l)k+‘-i(~j/j!) Pk+I-i({U})=&(U)y de 
telle sorte que la relation (8) peut se mettre sous la forme 
“5” n*=ak(u)+ggj; 
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et calculons C2 + x3. 
Oii 
i (qk+l-k?!p 
c=l (c - l)! 
k+l-c&+)’ 
= 1 1 (-1)r+c’X’C+C”‘2~k+~-,({~})Pk+l-.~~({~}) 
O<c<k O<c’<k 
0 G I< Min(c,c’) 
=o 
d’aprh le lemme 4 (3 time partie); 
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en tenant compte de l’identitb (9) du lemme 4. 
Le lemme 2 permet d’kcrire maintenant, en regroupant les relations (1 1 ), 
(13) et (14): 
(Log x+ 2y) + O(Xk’2+1’4). 
Or d’aprhs les ttgalitks (12) et (15), on a: 
C4+C&=2(-ly+1 & ( mF& ;+ ‘f (j- l)!x~Wh)) 
,=I 
=(-,)k+l j$ (Log x + 2y) + O( XkiZ) 
en tenant compte de l’estimation (7) du lemme 3. Par condquent: 
2(-l)k+‘k! 1 mkBk+, i 
0 
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